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ΓΔΤΣΔΡΑ 2 ΗΟΤΝΗΟΤ  2025 

ΔΞΔΣΑΕΟΜΔΝΟ ΜΑΘΖΜΑ: ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ 

ΑΠΑΝΣΖ΢ΔΗ΢:  

 

ΘΓΜΑ Α  

Α1. Απόδεηλε ζεωνήμαημξ ζειίδα 186 ζπμιηθμύ βηβιίμο  

Α2. Θεώνεμα ζειίδα 76 ζπμιηθμύ βηβιίμο 

Α3. Ονηζμόξ ζειίδα 161 ζπμιηθμύ βηβιίμο 

Α4. Α-Σωζηό, Β-Σωζηό, Γ-Λάζμξ, Δ-Λάζμξ, Γ- Σωζηό 

 
ΘΓΜΑ Β 

Β1. Η f  πανμοζηάδεη ημπηθό αθνόηαημ ζημ ζεμείμ 
0

x 1  άνα από Θεώνεμα Fermat 

 f' 1 0  . 

Έπμομε   2f' x 3x 2αx 9    , επμμέκωξ πνμθύπηεη όηη 

3 2α 9 0 2α 12 α 6          
Γπμμέκωξ ε ζοκάνηεζε είκαη   3 2f x x 12x 9x 3     . 

 

B2. Γηα α 6  έπμομε    2f' x 3x 12x 9   . 

Θα βνμύμε ηηξ νίδεξ ηεξ παναγώγμο θαη ζα θάκμομε ημκ πίκαθα πνόζεμωκ ηεξ f'γηα  κα 

ελεηάζμομε ηε μμκμημκία ηεξ f . 
  2

1 2
f' x 0 3x 12x 9 0 x 1, x 3         

x        
 f ' x  + - + 

 f x     

 

Έζηω 1
Α ,1    . Η fζοκεπήξ θαη γκεζίωξ αύλμοζα ζημ 

1
Α , άνα 

      1
x

f A lim f x , f 1 ,1


    
  γηαηί  

x
lim f x


   θαη  f 1 1  . 

Τμ 0 ακήθεη ζημ  1
f A  επμμέκωξ οπάνπεη μμκαδηθό 

1 1
x A  ηέημημ ώζηε  1f x 0  

Η fζοκεπήξ ζημ 0,1     θαη    f 0 f 1 0  , άνα από Θεώνεμα Bolzano πνμθύπηεη όηη ημ 

 1
x 0,1 , δειαδή είκαη ζεηηθό. 
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Έζηω 
2

Α 1,3    .  Η fζοκεπήξ θαη γκεζίωξ θζίκμοζα ζημ 
2

Α , άνα 

     2
f Α f 3 ,f 1 3,1        . To 0 ακήθεη ζημ  2

f A  επμμέκωξ οπάνπεη μμκαδηθό 
2 2

x A  , 

άνα ζεηηθό, ηέημημ ώζηε  2
f x 0 . 

Έζηω 3
Α 3,  .  Η fζοκεπήξ θαη γκεζίωξ αύλμοζα ζημ 

3
Α , άνα 

      3
x

f A f 3 , lim f x 3,


     
  αθμύ  

x
lim f x


   θαη  f 3 3  . 

To 0 ακήθεη ζημ  3
f A  επμμέκωξ οπάνπεη μμκαδηθό 

3 3
x A  , άνα ζεηηθό, ηέημημ ώζηε 

 3
f x 0 . 

Άνα ε  f x 0 έπεη ηνεηξ ζεηηθέξ πναγμαηηθέξ νίδεξ. 

 

Β3.  f'' x 6x 12   άνα ε fθμίιε ζημ  ,2   θαη θονηή ζημ 2,   . 

Πανμοζηάδεη ζεμείμ θαμπήξ ζημ 2 ημ  f 2 1  . 

 

Β4. Η εθαπημμέκε ηεξ 
f

C  ζημ ζεμείμ   Α ξ, f ξ  έπεη ελίζωζε  

           1
ε : y f ξ f' ξ x ξ y f ξ f' ξ x ξ          

θαη ε εθαπημμέκε ηεξ 
g

C  ζημ ζεμείμ   B ξ, g ξ  έπεη ελίζωζε  

            2
ε : y g ξ g' ξ x ξ y ξ f ξ 1 f' ξ x ξ            

Σηεκ ε1 γηα x 0 :    y f' ξ ξ f ξ      θαη  

ζηεκ ε2  γηα x 0 :           y 1 f' ξ ξ ξ f ξ f' ξ ξ f ξ             

Άνα μη ε1 θαη ε2 ηέμκμκηαη πάκω ζημκ y’y ζημ ζεμείμ     Α 0, f ξ ξ f ξ   

 
 

ΘΓΜΑ Γ 

Γ1.  f 0 0   

   x

x 0 x 0
lim f x lim e ημx 1 0 0

  

       θαη   2

x 0 x 0
lim f x lim x x 0

  

    

Άνα ε fζοκεπήξ ζημ 
0

x 0  . 

    x
x 0

x 0 x 0 x 0

f x f 0 e ημx ημx
lim lim lim e e 1 1

x 0 x x    

 
     


 

    2 D.H.L.

2 2x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 x x 2x 1 2x 1 1
lim lim lim lim

x 0 x 22 x x x x
      

   
     

  
  

Γηαηί 
x 0

2x 1 1
lim

2 2


  θαη 

2x 0

1
lim

x x


 


, θαζώξ 2

x 0
lim x x 0



  θαη 2x x 0   θμκηά ζημ 

0
x 0 . 

Άνα ε fδεκ είκαη παναγωγίζημε ζημ 
0

x 0 . 

 

Γ2. Η 
f

C  δεκ έπεη θαηαθόνοθεξ αζύμπηωηεξ  
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  x
x

x x x

f x e ημx ημx
lim lim lim e 0

x x x  


     γηαηί 

x

x
lim e 0


  θαη 
x

1
lim ημx 0

x
   από θνηηήνημ πανεμβμιήξ. 

  x

x x
lim f x lim e ημx 0
 

    πανμμμίωξ από θνηηήνημ πανεμβμιήξ. 

Άνα ε y 0  μνηδόκηηα αζύμπηωηε ηεξ 
f

C ζημ   . 

 

 
x x x

1
x 1f x 1xlim lim lim 1 1

x x x  



     

    
2 2

2

2x x x x

x x x x 1
lim f x x lim x x x lim lim

2x x x 1
x 1 1

x

   

 
      

  
   
 
 

 

Άνα ε 1
y x

2
   αζύμπηωηε ηεξ 

f
C ζημ   . 

 

Γ3.  Έζηω    
1

h x f x x
2

     

H h ζοκεπήξ ζημ π,0     θαη  

   
1 1

h π f π π π 0
2 2

          θαη    
1 1

h 0 f 0 0
2 2

      

Από Θεώνεμα Bolzano ε    
1

h x 0 f x x
2

      έπεη ημοιάπηζημκ μηα νίδα λ ζημ  π,0  , 

άνα ε 
f

C ηέμκεη ηεκ εοζεία 1
y x

2
   ζε έκα ημοιάπηζημκ ζεμείμ με ηεημεμέκε λ. 

 

Γ4. 2y x x ,x 0     

Γηα θάζε πνμκηθή ζηηγμή      2t 0 : y t x t x t     

Καη  
     

   2

2x t x ' t x ' t
y' t

2 x t x t

 



  

 Γηα    0 0 0
t t y' t x' t 0     

          
        

2

0 0 0 0 0

2 2

0 0 0 0

x' t 2 x t x t x' t 2x t 1

4 x t x t 4x t 4x t 1 0 1

     

     
 

Άημπμ, επμμέκωξ δεκ οπάνπεη πνμκηθή ζηηγμή 
0
t 0  ώζηε    0 0

y' t x ' t . 
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θΓΜΑ Δ 

 

Δ.1.  

   x f x 2F x ln x,  x 0    (1) 

 
 2F x ln x

f x ,
x

   x 0  

 
     

 

   

 

2ln x ln xln x ln x

2 2
ln x ln x

1
F x x F x e 2 ln xF x x F x x xg x

x x

   
     

   

 

   

ln xln x

2F x ln x 2F x ln x1
f x F x 2 ln x

x x x 0
xx

 

    

Άνα ε g ζηαζενή ζημ  0,   

Τόηε   g x C,  x 0  

 
ln x

F x
C

x
  ,  x 0  

  ln xF x C x ,   x 0  

 

Δ.2.  

i) 
 

 

x 1 x 1

2F x ln x
f x xlim lim
ln x ln x 

   
 

x 1

2F x ln x
lim

x ln x


   
x 1

2F x 2F 1
lim 2

x 1
   

 

ii) H ζπέζε  (1)     xf x 2F x ln x ,  x 0  

γίκεηαη      xf x 2F x ln x ,
 
   x 0  

       
1

f x xf x 2f x ln x 2F x
x

     

Γηα        x 1 : f 1 f 1 2 f 1 ln 1 2F 1     

   f 1 2 0 2F 1     

   f 1 2 2F 1    
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Oμμίωξ γηα x 1  ε ζπ.(1) γίκεηαη  

   f 1 2F 1 ln 1  

 f 1 0    

 άνα    f 1 2 2F 1   

 0 2 2F 1     F 1 1    θαη   ln xF x x ,  x 0  

 

Δ.3. 

 
2

2
ln x

ln x 1 e ln x
F x e 2 ln x 2

x x
    x 0  

 F x 0 x 1     

x       0               1            

 F x      -    + 

 F x     

                             o.ε 

 

Η F γκεζίωξ θζίκμοζα  ζημ 0,1 , γκεζίωξ αύλμοζα ζημ 1,  . 

Πανμοζηάδεη μιηθό ειάπηζημ ζημ x 1,  ημ   F 1 1  

     
22F x F x x 1 ,    x 0  

     
22F x F x x 1 0,      x 0  

Ονίδω        
22h x F x F x x 1 ,     x 0  

Παναηενώ        
2

h 1 F 1 F 1 1 1 0      

Άνα ημ x 1  νίδα 

Γηα x 1  

2x x   

F   ζημ 1,   

Άνα    2F x F x  
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   2F x F x 0    

     
22F x F x x 1 0      

 h x 0   

Γηα x 1  θαη 2x 0 x x    

F   ζημ 0,1  

Άνα    2F x F x  

   2F x F x 0    

     
22F x F x x 1 0      

 h x 0   

Άνα   h x 0 x 1    

 

Δ.4.  

   F x F 1 1   γηα θάζε  x 0,   

Άνα     
2e e e

ln x

1 1 1
Γ F x dx F x dx e dx      

Iζπύεη  ln x x 1   γηα θάζε x 0  

Aκηηθαζηζημύμε όπμο x   ημ xe  

Τόηε x xln e e 1   

xx e 1    

xx 1 e    

Πανμμμίωξ ακηηθαζηζημύμε όπμο x   με 2ln x  μπόηε 
2ln x 2e ln x 1    

Καη ε ηζόηεηα ηζπύεη μόκμ γηα x 1  

Άνα  
2e e

ln x 2

1 1
e dx ln x 1 dx    

Oπόηε  
e

2

1
Γ ln x 1 dx   

   
e e e

2 2

1 1 1
ln x 1 dx x ln xdx 1dx

       

e e e2
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1
x ln x 2x ln x dx x

x
           
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 
e

2 2

1
e ln e 1ln 1 2 ln x dx e 1       

 
e

1
e 2 x ln x dx e 1

      

ee

1 1
2e 1 2 x ln x 1dx           

 e

1
2e 1 2 e ln e 1ln 1 x        

 2e 1 2 e 0 e 1 2e 1 2 2e 3            
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Σχολιασμός θεμάτων 

Τα θεηηλά ζέκαηα θηλήζεθαλ ζην πλεύκα ησλ ηειεπηαίσλ εηώλ, θαιύπηνληαο κε πιεξόηεηα ην εύξνο ηεο 

εμεηαζηέαο ύιεο. Η δηαβάζκηζε ηεο δπζθνιίαο ήηαλ ζαθώο νξαηή, γεγνλόο πνπ επέηξεπε ζε έλαλ θαιά 

πξνεηνηκαζκέλν καζεηή λα αληαπνθξηζεί κε επάξθεηα θαη λα επηηύρεη πςειέο επηδόζεηο. 

Τν Θέκα Β παξνπζίαζε απμεκέλεο απαηηήζεηο ζε ζρέζε κε αληίζηνηρα ζέκαηα πξνεγνύκελσλ εηώλ, 

γεγνλόο πνπ ελδέρεηαη λα δπζθόιεςε κέξνο ησλ ππνςεθίσλ. Τν Θέκα Γ ραξαθηεξίδεηαη σο αλακελόκελν 

θαη ζην πιαίζην ησλ ζπλήζσλ ζεκαηηθώλ επηινγώλ ηεο επηηξνπήο. 

Ιδηαίηεξε πξόθιεζε απνηέιεζαλ ηα εξσηήκαηα Γ3 (εηδηθά όζνλ αθνξά ηηο 3 κνλάδεο ηνπ ηειεπηαίνπ 

ζθέινπο) θαη Γ4, ηα νπνία απαηηνύζαλ ζε βάζνο θαηαλόεζε θαη επρέξεηα ζηελ εθαξκνγή ησλ γλώζεσλ. 

΢σγγραθή Απανηήζεων: 

Oμάδα Μαθημαηικών  Ρόμβοσ 

 

 


