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ΣΔΣΑΡΣΖ  3  ΗΟΤΝΗΟΤ 2026 

ΔΞΔΣΑΕΟΜΔΝΟ ΜΑΘΖΜΑ : ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΗ΢ΜΟΤ 

ΑΠΑΝΣΖ΢ΔΗ΢ 

 

ΘΓΜΑ Α 

Α1. Απόδεηλε ζειίδα 133 ζπμιηθμύ βηβιίμο 

Α2. Θεώνεμα ζειίδα 51 ζπμιηθμύ βηβιίμο 

Α3. Ονηζμόξ ζειίδα 185 ζπμιηθμύ βηβιίμο 

Α4. α – Λάζμξ 

 β –Σςζηό 

 γ – Σςζηό 

 δ – Σςζηό 

 ε – Λάζμξ 

 

ΘΓΜΑ Β 

Β1. Πνμζδημνηζμόξ ηεξ h f g   

Πεδίμ μνηζμμύ ηεξ f g   

 

g

f g

f

x D x 2 x 2

x D και και και

x 2g x D x 2 1 1

   
  

     
        


  άνα   f g

D 2, 
  

Tύπμξ ηεξ f g  

              
2

f g x f g x 2 ln x 2 1 1 2 ln x 2 ln x 2 ln x 2            γηα x 2  

Β2.      h x ln x 2 , x 2,     

   
1 1

h x x 2 0
x 2 x 2

    
 

  γηα x 2   άνα  h γκεζίςξ αύλμοζα, επμμέκςξ  είκαη 1-1  θαη 

ακηηζηνέθεηαη. 
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Πεδίμ μνηζμμύ ηεξ ακηίζηνμθεξ 1h   είκαη ημ ζύκμιμ ηημώκ ηεξ h 

Eπεηδή ε h είκαη γκεζίςξ αύλμοζα ηόηε    
xx 2

ΣΤ lim h x , lim h x
 

 
  
 

 

     
x 2 x 2 u 0

u x 2
lim h x lim ln x 2 lim ln u

x 2 ,u 0   
  

 
    

 
 

     
x x u

u x 2
lim h x lim x 2 lim ln u

x ,u  

 
    

   
 

Άνα ΣΤ    

  y yy ln x 2 e x 2 x e 2        , y    

Άνα   1 xh x e 2      με   x      

 

Β3.  
 

 
 

x 2 x 2

f x 2 ln x 1
lim h x lim ln x 2

x 2 x 2 

   
      
    
   

  δηόηη έπμομε  

  
x 2

u x 2
lim ln x 2

x 2 ,u 0  


 


 
     

u 0
lim ln u



   

θαη 
 

x 2 x 2

0 2
2 ln x 1 0 x 1lim lim 2

x 2 DLH 1  

  


 

 

ΘΓΜΑ Γ 

 

Γ1.i) Η f έπεη μνηδόκηηα αζύμπηςηε ζημ   , άνα  
x
lim f x l R


     

Ακ κ 0 ,  
3

2x x x

κx
lim f x lim lim κx

x  
  , ηόηε ακ κ 0 ,  

x
lim f x


   θαη ακ κ 0 ,  
x
lim f x


   

Γπμμέκςξ θαη μη δύμ πενηπηώζεηξ θαηαιήγμοκ ζε άημπμ 

Ακ κ 0 ,   2x x x

x 1
lim f x lim lim 0

xx  
   . Άνα ε y 0  είκαη μνηδόκηηα αζύμπηςηε ζημ  . 

 

ii) Γπίζεξ ε y x  είκαη εθαπημμέκε ζημ  Ο 0,0  , επμμέκςξ ηζπύεη  f 0 0  θαη  f 0 1    

Όπμο  
     

 

2 2 3

2
2

3κx μ x 1 κx μx 2x
f x

x 1

    
 



 , άνα  f 0 1 μ 1     
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Γ2. i) Γίκεηαη   2

x
f x , x R

x 1
 


 

 
 

2

2
2

1 x
f x

x 1


 



, άρα   2f x 0 1 x 0 x 1, x 1          

 

 

 

Η f είκαη γκεζίςξ θζίκμοζα ζημ  , 1     

Η f είκαη γκεζίςξ αύλμοζα ζημ 1,1     

Η f είκαη γκεζίςξ θζίκμοζα ζημ 1,    

Πανμοζηάδεη ημπηθό ειάπηζημ ζηε ζέζε x 1   , ημ  
1

f 1
2

     

Πανμοζηάδεη ημπηθό μέγηζημ ζηε ζέζε x 1  , ημ  
1

f 1
2

   

ii) Έζης 1
Δ , 1     , 

2
Δ 1,1     θαη 3

Δ 1,   

  2 2x x x x

x x 1
lim f x lim lim lim 0

xx 1 x   
   


  θαη  

x x

1
lim f x lim 0

x 
   

Η f ζοκεπήξ θαη γκεζίςξ θζίκμοζα ζημ 1
Δ , 1     άνα      1

x

1
f Δ f 1 , lim f x ,0

2

       
  

Η f ζοκεπήξ θαη γκεζίςξ θζίκμοζα ζημ 
2

Δ 1,1     άνα      2

1 1
f Δ f 1 ,f 1 ,

2 2

 
      

 
  

Η f ζοκεπήξ θαη γκεζίςξ θζίκμοζα ζημ 3
Δ 1,  , άνα      3

x

1
f Δ lim f x ,f 1 0,

2

      
  

Οπόηε        1 2 3

1 1
f R f Δ f Δ f Δ ,

2 2

 
     

 
  

Ιζπύεη 2α 0  γηα θάζε α R  , ηόηε 2 1 1
α

2 2
   γηα θάζε α R  

Ακ α 0  , 2 2 1 1
α 0 α

2 2
    , άνα ε   21

f x a
2

   είκαη αδύκαηε 

Ακ α 0  , 2 2 1 1
α 0 α

2 2
    , ηόηε ε  

1
f x

2
  έπεη μμκαδηθή ιύζε ηεκ x 1  , θαζώξ ε f πανμοζηάδεη 

μέγηζημ x 1  , ημ  
1

f 1
2

  . 

 Γ3.     
1 2μ 1

μ 2
0

x
I dx

x 1






   

x      1        1        

f  - + - 

f     
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i) 
    12μ 1 22 μ 1 11 1 1 12μ 1 2μ 1 2μ 3 2μ 2

μ μ 1 2 2 2 2
0 0 0 0 0

x 1 xx x x x x 1
I Ι dx dx dx dx

2μ 2 2μ 2x 1 x 1 x 1 x 1

    



  
       

      
     

ii) 
 

1
21

0 2
0

0

ln x 1x ln 2
Ι dx

2 2x 1

 
   
 
 

   

Ιζπύεη γηα μ 0 , 
0 1 1 1

1 ln 2 1 1 ln 2
Ι Ι I I

2 2 2 2


         

Καη γηα μ 1  , 
1 2 2 1 2 2

1 1 1 1 ln 2 2 ln 2 1
Ι Ι Ι Ι Ι Ι

4 4 4 2 4

 
           

 

ΘΓΜΑ Δ 

Δ1. Θεςνμύμε ηε ζοκάνηεζε    υ x g x x     με x 1,0     

ε θ είκαη ζοκεπήξ ζημ 1,0    ςξ πνάλεηξ ζοκεπώκ ζοκανηήζεςκ 

    υ 1 g 1 1 0      aθμύ  g 1 1   

     υ 0 g 0 0    Άνα     υ 1 υ 0 0   

Από Θ.Βolzano οπάνπεη  1
x 1,0   ηέημημ ώζηε  1υ x 0  

Έπμομε    υ x g x 1 0      άνα   ε υ   δηαηενεί  ζηαζενό πνόζεμμ δηόηη ε θ΄ είκαη ζοκεπήξ θαη 

 υ x 0   γηα θάζε x    άνα ε θ είκαη γκεζίςξ μμκόημκε ζημ 1,0    θαη επμμέκςξ  ε νίδα 
1

x  

είκαη  μμκαδηθή. 

Δ2. Θα ελεηάζμομε ακ ε  f είκαη ζοκεπήξ ζημ x 0  

     
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0 0

  

    

Άνα ε f είκαη ζοκεπήξ ζημ x 0  

  
  

2

x 0 x o

x g x x
lim lim x g x x 0

x  


   
 

 

x 0 x 0

2ημx ευx κx ημx ημx 1
lim lim 2 κ 3 κ

x x x σσμx  

  
     

 
 

Γπεηδή ε f είκαη παναγςγίζημε ακ  x 0   έπμομε 3 κ 0 κ 3     

 

Δ3.i) ε f είκαη ζοκεπήξ ζημ  π
0,

2

 


 
  ςξ πνάλεηξ ζοκεπώκ  θαη γηα θάζε π

x 0,
2

 
  
 

  ηζπύεη 
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 
   23 2

2 2 2

σσμx 1 2σσμ x σσμx 11 2σσμ x 3σσμ x 1
f x 2σσμx 3

σσμ x σσμ x σσμ x

   
        

   
2

2

σσμx 1 2σσμx 1
0

σσμ x

 
    γηα π

x 0,
2

 
  
 

 

Άνα ε f είκαη γκεζίςξ αύλμοζα  ζημ π
0,

2

 


 
 

Γηα θάζε π
x 0,

2

 
 
 

  είκαη       f x f 0 f x 0    

ii) Η ελίζςζε    
π

3f x π f x
3

    

 f 0 0     

 
π

x
2

lim f x




    δηόηη,  όηακ  
π

x
2



 είκαη σσμx 0    θαη  
π

x
2

lim σσμx 0




  

Άνα 
π

x
2

1
lim

σσμx



    , επμμέκςξ 
π π

x x
2 2

1
lim ευx lim ημx

σσμx 

 

 
   

 
 

Eπεηδή ε f  είκαη γκεζίςξ αύλμοζα  ζημ π
0,

2

 


 
  έπεη ζύκμιμ ηημώκ  ημ     

π
x

2

f 0 , lim f x 0,




 
  
 

 

Γπεηδή  
π

0,
3

   οπάνπεη  2 2

π π
x 0, : f x

2 3

 
  
 

  θαη είκαη μμκαδηθό αθμύ ε f  ζημ π
0,

2

 


 
  είκαη 

γκεζίςξ αύλμοζα. 

 

Δ4. i) Γηα 1
x x ,0      είκαη x 0   άνα  2x 0  

Θα βνμύμε ημ πνόζεμμ ηεξ    υ x g x x   έπμομε όηη ε θ είκαη  γκεζίςξ μμκόημκε  

   υ 0 g 0 0   θαη  1υ x 0 .  Δειαδή     1 1
x 0 υ x υ 0     Άνα ε θ είκαη γκεζίςξ αύλμοζα 

Γηα      1 1
x x υ x υ x υ x 0      

Άνα     υ x g x x 0     γηα  1
x x ,0     

Άνα  f x 0   γηα 1
x x ,0     

ii) Έπμομε     
π
3

1

0

x 0
f x dx f x dx   
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Στολιασμός θεμάτωμ 

 

Τα ζέμαηα ήηακ θιημαθμύμεκεξ δοζθμιίαξ θαη θάιοπηακ ηθακμπμηεηηθά ημ εύνμξ ηεξ ελεηαζηέαξ ύιεξ, δίκμκηαξ ηε 

δοκαηόηεηα ζημοξ οπμρεθίμοξ κα αλημιμγεζμύκ ζε βαζηθέξ αιιά θαη πημ απαηηεηηθέξ έκκμηεξ ημο μαζήμαημξ. 

Τμ Θέμα Β ήηακ πνμζηηό θαη ακαμεκόμεκμ γηα ημοξ πενηζζόηενμοξ οπμρεθίμοξ. Τμ Θέμα Γ ελέηαδε μεγάιμ μένμξ ηεξ 

ύιεξ μέζα από ζοκδοαζηηθέξ εθανμμγέξ, πςνίξ ςζηόζμ κα πανμοζηάδεη ηδηαίηενεξ δοζθμιίεξ γηα έκακ θαιά 

πνμεημημαζμέκμ μαζεηή. Τμ Θέμα Δ, όπςξ ζομβαίκεη ζοκήζςξ, ήηακ ημ πημ απαηηεηηθό μένμξ ημο δηαγςκίζμαημξ. 

Ιδηαίηενα ημ ενώηεμα Δ4 απαηημύζε αολεμέκε μαζεμαηηθή ςνημόηεηα θαη πνμζεθηηθμύξ οπμιμγηζμμύξ. Σοκμιηθά ήηακ 

έκα θαιά δμμεμέκμ δηαγώκηζμα, με ακαθμνέξ ζημ ζπμιηθό βηβιίμ, ημ μπμίμ επέηνερε ηεκ μοζηαζηηθή αλημιόγεζε ηςκ 

γκώζεςκ θαη δελημηήηςκ ηςκ οπμρεθίςκ. 

 

Σσγγραυή θεμάτωμ  

Βασιλόποσλος Νώμτας , Δριμιλής Βασίλης, Πετρολιάγκης Δημήτρης, Σουός Γεώργιος, Τσαρπαλής Γιάμμης, 

Τσαρπαλή Γιρήμη 

 

 

 

 

 


