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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  MΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΤ 

 
ΘΕΜΑ 1 
 
Α.1. Απόδειξη θεωρήµατος σχολικού βιβλίου σελ.147 (iii) και (iv) 
A.2. Σωστή απάντηση το β. (α,β)=(β,υ) 
 
 
Β.1. Αφού 7/ (α+5) τότε α+5=7κ⇒α=7κ-5 
Επίσης 7/(40-β) άρα 40-β=7λ⇒β=40-7λ 
Εποµένως α+β=7(κ-λ)+35=7(κ-λ+5) δηλαδή 7/(α+β) 
Σωστή απάντηση το α. 
 
Β.2.  
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Άρα (112,72)=(72,40)=(40,32)=(32,8)=8 ο Μ.Κ.∆. των 72 και 112 είναι ο 8.  
 
Β.3. Από τις προηγούµενες διαιρέσεις έχουµε: 
112=72.1+40⇔ 40=112-72.1 
72=40.1+32⇔ 32=72-40.1 
40=32.1+8⇔ 8=40-32.1 
Έτσι έχουµε: 8=40-32=40-(72-40)=2.40-72=2(112-72)-72=2.112-3.72 
∆ηλαδή 8=2.112-3.72 
 
 
 
ΘΕΜΑ 2 
 
α. =⋅

→→ βα ,α(συνβα
→→→

⋅⋅ )β→ =1.2.
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1 =1 

 
β. Το =

→ 2

u
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β3α2
→→

+ =(2α
→ +3β→ )2=4α

→ 2+9β→ 2+12α
→ β→ = 

=4.12+9.22+12.1=52  ∆ηλαδή  α→ = 13252 =  
 
όµοια το 

2

v
→ =

2

β2α
→→

− =(α→ -2β→ )2=α
→ 2+4β→ 2-4α

→ β→ =12+4.22-4.1=13 

δηλαδή v→ = 13  
 
γ. =⋅

→→

vu (2α
→ +3β→ )(α→ -2β→ )=2α

→ 2-α→ β
→ -6β→ 2=2.12-1-6.22=-23 
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ΘΕΜΑ 3 
 
(α). Η εξίσωση  x2-y2+6x+9=0 γίνεται (x2+6x+9)-y2=0⇔   

⇔ (x+3)2-y2=0⇔ (x+3+y)(x+3-y)=0 
Εποµένως x+y+3=0 ή x-y+3=0 
Συνεπώς έχουµε τις ευθείες: 
ε1:x+y+3=0, ε2: x-y+3=0 
 
(β).Οι συντελεστές των παραπάνω ευθειών είναι: 
 
λε1= 1

1
− =-1, λε2= 1

1
1

=
−

−  και το λε1.λε2=-1 ∆ηλαδή ε1⊥ ε2 
 
(γ). Αν το διάνυσµα v→ //ε1 τότε το v→ =(1, -1) και  u→ //ε2 οπότε: u→ =(-1, -1) 
 
*Έστω α→ //ε1 οπότε α→ // v→  δηλαδή det(α→ , v→ )=0⇔  
⇔ ⇔=

−
0

11
κ3 -3-κ=0⇔ κ=-3 απορρίπτεται γιατί κ>0 

 
*Έστω α→ //ε2, οπότε α→ //u→  δηλαδή det(α→ ,u→ )=0⇔ ⇔=

−−
0

11
κ3  

⇔ -3+k=0⇔ κ=3 δεκτή 
 
Επίσης β→ //ε1 δηλαδή β→ // v→  άρα det(β→ , v→ )=0⇔ ⇔=

−

− 0
11
λ416  

⇔ 16-4λ=0⇔ λ=4 δεκτή. 
Συνεπώς το ζητούµενο σηµείο είναι το Μ(3, 4) 
 
δ. Η εξίσωση της ζητούµενης παραβολής είναι της µορφής y2=2px, αφού διέρχεται από το 
σηµείο Μ(3, 4) ισχύει: 
 
42=2p.3⇔ p=

3
8

6
16
=   Άρα η εξίσωση της παραβολής είναι: y2= x

3
16

⋅  
 
 
 
ΘΕΜΑ 4 
 
A. H εξίσωση x2+y2+6µ.x+8λ.y=0  έχει Α=6µ, Β=8λ και Γ=0. Για να εκφράζει κύκλο αρκεί:  
Α2+Β2=4Γ>0. Οπότε Α2+Β2-4Γ=(6µ)2+(8λ)2-4.0=36µ2+64λ2>0 Άρα για κάθε κ, λ ∈  ℜ * η 
παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο, ο οποίος για να διέρχεται από την αρχή των 
αξόνων αρκεί το (0,0) να επαληθεύει την εξίσωση του.  Οπότε: 02+02+6µ.0+8λ.0=0 ισχύει. 
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Β. α) Το κέντρο του παραπάνω κύκλου είναι το K 


 −− 2
λ8,2

µ6 δηλαδή K(-3µ, -4λ) και 

ακτίνα ρ= =
+

2
λ64µ36 22

=
+

2
λ16µ92 22

22 λ16µ9 +  

Έστω (x,y) οι συντεταγµένες των κέντρων, άρα: x=-3µ 3
χµ −=⇔  

Y=-4λ⇔ λ=- 4
y  αφού 3µ+2λ=0 τότε: 3 04

y23
x =


−+


−  δηλαδή 2x+y=0 

Άρα τα κέντρα όλων των κύκλων είναι πάνω στην ευθεία 2x+y=0 που επειδή ισχύει 
2.0+0=0 διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
 
β) Από τη σχέση 3µ+2λ=0 έχουµε µ= λ

3
2

− . Οπότε η εξίσωση του κύκλου γίνεται:  
x2+y2-4λx+8λy=0  
Οι συντεταγµένες των Α και Β είναι λοιπόν οι λύσεις του συστήµατος: 
 




−−=
=+−+

2xy
0yλ8xλ4yx 22

Mε αντικατάσταση γίνεται 
 

⇔



−−=
=−−+−−−+

2xy
0)2χ(λ8xλ4)2x(x 22




−−=
=−+−+

2xy
0λ82x)λ62(x 2

 
 
Η δευτεροβάθµια το συστήµατος έχει λύσεις, αφού η ∆>0, τις x1, x2. Οπότε y1=-x1-2 , 
y2=x2-2. Άρα Α(x1, -x1-2) και Β(x2, -x2-2). Αφού OA

→ , OB
→  διανύσµατα θέσης των Α, Β 

ισχύει: 
OA
→ =(x1, -x1-2) και  OB

→ =( x2, -x2-2). 
OA
→ .OB

→ =0⇔  x1. x2+(-x1-2)( -x2-2)=0⇔ 2 x1. x2+2(x1+x2)+4=0⇔  
⇔ ( x1. x2)+ (x1+x2)+2=0 Από τους τύπους του Vieta γίνεται:  
2-8λ-2+6λ+2=0⇔ -2λ+2=0⇔ λ=1 
Εποµένως το µ=-

3
21

3
2

−=⋅  
 
γ) Στο ερώτηµα (β) αν αντικαταστήσουµε στη δευτεροβάθµια του συστήµατος το λ=1 
έχουµε  ότι: x1=2+ 10  και y1=-4- 10 , x2=2- 10  και  y2=-4+ 10  
 
Άρα OA

→ =(2+ 10 , -4- 10 ), OB
→ =(2- 10 , -4+ 10 ) 

 
Οπότε: 
 
EAOB=

2
1 )OB,OAdet( →→ =

2
1

104102
104102

+−−

−−+ = 

 
101021048101041028

2
1

−+−++−+−⋅ =
2
1 .4 10210 =  τ.µον. 
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Εναλλακτική λύση για το 4ο θέµα Β. β, γ 
 
β. Αφού γνωρίζουµε ότι τα σηµεία Α, Β, Ο ανήκουν στον κύκλο και επίσης 

⇔=
→→

0OB.OA OBOA
→→

⊥ 090BÔA =⇔ , τότε η  Α ÔΒ είναι εγγεγραµµένη που βαίνει σε 
ηµικύκλιο. ∆ηλαδή η ΑΒ είναι διάµετρος. 
 
Εποµένως η x+y+2=0 που διέρχεται από τα Α, Β θα διέρχεται από το κέντρο Κ(-3µ, -4λ) 
του κύκλου. 
∆ηλαδή ισχύει: -3µ-4λ+2=0 
 
Άρα ⇒


=+
=+
0λ2µ3
2λ4µ3

3
2µ
1λ

λ3
2µ
2λ2

−=
=

⇒




−=
=

 

 
γ. Το ύψος του τριγώνου ΑΟΒ είναι ίσο µε: 
 
d(0, AB)= 2

2
2

2
200

==
++  (H εξίσωση της ΑΒ είναι η ευθεία x+y+2=0). 

 
H βάση ΑΒ του ΑOΒ είναι ίση µε 2ρ=2 542021642116

3
29 2

2

==+=⋅+


−  
 
∆ηλαδή ΕΑΟΒ=

2
1 (Ο∆)(ΑΒ)= 

2
1 102542 =⋅ τ.µον. 

 
 

Επιµέλεια:   Τζιώτζιος Αθανάσιος,  Μαθηµατικός  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


