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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 
 
ΘΕΜΑ 1ο  
 
Α.  
• Ονοµάζουµε εσωτερικό γινόµενο δύο µη µηδενικών διανυσµάτων αr  

και βr  και το συµβολίζουµε µε βα r

r

⋅  τον πραγµατικό αριθµό 
συνφβαβα ⋅⋅=⋅

r

r

r

r  όπου φ  η γωνία των διανυσµάτων β,α r

r  

• Αν 0α
r

r

=   ή 0β rr

=  τότε 0βα =⋅
r

r  
 
 
 
Β.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 Με αρχή το 0 παίρνουµε τα διανύσµατα )y,x(αOA 11==

r  και 
)y,x(βOB 22==

r . Από το νόµο των συνηµίτονων στο τρίγωνο ΟΑΒ 
έχουµε: συνθ)ΟΒ()ΟΑ(2)ΟΒ()ΟΑ()ΑΒ( 222 ⋅⋅−+= , ισχύει και όταν B,A,O  
είναι συνευθειακά. 
Όµως είναι  2
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2 )yy()xx()ΑΒ( −+−=  
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2
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2 yx)OA( +=   και 2
2

2
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2 yx)OB( +=  
Άρα έχουµε διαδοχικά  

συνθ)OB()OA(2yxyxyyy2yxxx2x 2
2

2
2

2
1

2
1

2
221

2
1

2
221

2
1 ⋅⋅⋅−+++=+⋅−++−  

και επειδή βασυνθ)ΟΒ()ΟΑ( r

r

⋅=⋅⋅  έχουµε τελικά 2121 yyxxβα +=⋅
r

r  
 
Γ.   α. Σωστό 
 β. Λάθος 
 γ. Λάθος 
 δ. Σωστό 
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 γ. 1 
 δ. 6 
 
 
ΘΕΜΑ 2ο  
 
Α. Έστω α=2κ+1  ,  Ζκ∈    και  β=2λ+1, Ζκ∈  δύο περιττοί ακέραιοι  
 =+++=++=⋅ 1λ2κ2κλ4)1λ2)(1κ2(βα  
 = 1)λκκλ2(2 +++    αλλά   2κλ+κ+λ= Ζµ∈  
 Άρα 1µ2βα +⋅=⋅  περιττός ακέραιος  
 
Β. α ακέραιος. Οι δυνατές µορφές του α στην διαίρεσή του µε 2 είναι:  
α=2κ ή α=2κ+1 ,  κ ακέραιος  
• Αν α=2κ τότε  )1κ4(κ2

)1κ4(κ2
2

)1α(α 2
22

+⋅=
+⋅

=
+  που είναι ακέραιος.  

• Αν α=2κ+1 τότε [ ]
2

1)1κ4κ4()1κ2(
2

)1α(α 22 ++++
=

+  = 

=
++⋅+

2
)2κ4κ4()1κ2( 2

)1κ2κ2()1κ2(2
)2κ2κ2(2)1κ2( 2

2
++⋅+=

++⋅⋅+  
Z∈ , αφού είναι πρόσθεση και γινόµενο ακεραίων 

 
 
Γ. Aν α περιττός ακέραιος τότε 1κ2α += , κ Z∈  οπότε ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )1λ21κ21κκ21κ21κ2κ21κ2

2
1αα 22

2
+⋅+=++⋅+=++⋅+=

+⋅  
(µε Zκκλ 2 ∈+= ), που είναι γινόµενο περιττών ακεραίων, οπότε 
σύµφωνα µε Α ερώτηµα είναι περιττός ακέραιος. 
 
 
 
ΘΕΜΑ 3ο 
 
Α. x4y2

=  είναι της µορφής xp2y2
⋅⋅=  άρα 2p4p2 =⇒=  οπότε 

 ( )0,10,2
pE =


=  και η διευθετούσα είναι 2

p-x:δ =  δηλαδή 1x −=  
 
Β. Από την εστία της παραβολής διέρχονται οι ευθείες ε1: 1x =  και οι 
 )1x(λ0y −=−  ή λ-xλy =  ή  ε2:  0λ-y-xλ =  µε Rλ∈ . 
• Το ( )0,0O  απέχει από την 1x =  απόσταση 1 άρα δεν είναι λύση του 

προβλήµατος. 
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• ( ) ( ) 1λ
λ

1λ
λ00λε,0d

2222
+

=
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−−⋅
=  είναι  

-1λή1λ1λ2λ22λ2λ44
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==⇔=⇔=⇔+=⇔=
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Άρα οι ζητούµενες ευθείες έχουν εξισώσεις: 

 ( ) ( ) 01y-x-:εή01-y-x:ε '
22 =+=   δηλαδή  

 ( ) ( ) 1-xy:ε, 1-xy:ε 22 +=′=  
 
Γ.  Αν ( ) ( )0,00y,xM 11 ≠  το σηµείο επαφής τότε η εξίσωση της 
 εφαπτοµένης σ’ αυτό είναι  
 ( )

1

1

1
1111 y

x2xy
2yx2x2yyxx2yy +=⇔+=⋅⇔+=⋅  

 και έχει συντελεστή διεύθυνσης 
1y
2  και επειδή είναι παράλληλη στην 

 1xy −=  που έχει συντελεστή 1 θα ισχύει 2y1y
2

1
1

=⇔=  
 Όµως το Μ ανήκει στην παραβολή 1xx44x4y 111

2
1 =⇔=⇔=⇒  

 Έτσι η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι ( ) 1xy1x2y2 +=⇔+=  
 
 
ΘΕΜΑ 4ο 
 
Α. Έχουµε: Α=-2συνθ,  Β=-2ηµθ , Γ=-1 οπότε:  
 4θηµ4θσυν4Γ4BA 2222 ++⋅=−+  = 4)θηµ4θσυν(4 22 ++⋅ = 
 = 08414 >=+⋅    Άρα είναι εξίσωση κύκλου 
 
 

• Το κέντρο του είναι το 


 −−−−=


 −− 2
ηµθ2,2

συνθ2
2
Β,2

ΑK  
= )ηµθ,συνθ(  

• Η ακτίνα του είναι 22
22

2
8ρ ===  

 
Β. 1ος τρόπος 
 Αν 

2
πθ =  τότε το κέντρο του κύκλου είναι το )1,0(2

πηµ,2
πσυνκ =


  και 

 η εξίσωση του κύκλου γίνεται 011y20x2yx 22 =−⋅−⋅−+  
 01y2yx 22 =−−+  
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 Η εφαπτοµένη στο Μ(1,2) έστω (ε) είναι κάθετη στην ακτίνα ΚΜ. Ο 
 συντελεστής της ΚΜ είναι 11

1
01
12

xx
yyλ
KM

KM
ΚΜ ==

−

−
=

−

−
=  

 Άρα ο συντελεστής της (ε) είναι –1 και εξίσωσή της (ε) είναι  
 3xy1x2y)1x(12y +−=⇔+−=−⇔−⋅−=−  

 
 
2ος τρόπος 
 Για 2

πθ =  ο κύκλος γίνεται: 
 ⇔=+−+⇔=−−+ 21y2yx01y2yx 2222  
 C: 2)1y(x 22 =−+  µε κέντρο κ(0,1) ακτίνα ρ= 2      Μ(1,2) C∈  
 Ν(x,y) τυχαίο σηµείο της εφαπτοµένης του κύκλου στο σηµείο του 
 Μ(1,2) τότε:  
 0MNKM =⋅     (1) 
 )2y,1x(MN),1,1(KM −−==  
 
 της (1) γίνονται  01)2y(1)1x( =⋅−+⋅−  
     02y1x =−+−  
     03yx =−+  
     3xy +−=  
 
Γ.  Έστω Κ(x,y) τα κέντρα των  κύκλων τότε:  
 
 συνθx =   τότε συν2θ=x2 
 ηµθy =     τότε ηµ2θ=y2 
 Όµως συν2θ+ηµ2θ=1 
 Άρα 1yx 22 =+  
 Άρα τα κέντρα των κύκλων βρίσκοµαι σε κύκλο µε κέντρο Ο(0,0) και  
 ακτίνα  ρ=1 
 
 

Επιµέλεια: Γεώργιος Βλάχος , ∆ηµήτρης Τσόγιας – Μαθηµατικοί  
 
 
 


